Kosovo and &P’éwmim
Mathematical Olympia

OLIMPIADA E GJASHTE MATEMATIKE KOSOVE -
SHQIPERI PER KrLasAaT VII - IX

15 QERSHOR 2025
Krasat VII - VIII

EMRI DHE MBIEMRI:

UDHEZIME

1. Koha né dispozicion éshté 180 minuta.

2. 8 problemet e pjesés sé paré do té jené vetém me pérgjigje (jo me alternativa dhe nuk
kérkohet procesi i zgjidhjeve) dhe secili problem vlerésohet me 5 piké.

3. Nése garuesi nuk pérgjigjet fare né ndonjérin nga 8 problemet e pjesés sé paré ose jep
pérgjigje té gabuar, atéheré vlerésohet me 0 piké pér problemin pérkatés.

4. Pér 8 problemet e pjesés sé paré nuk ka vlerésim té pjesshém.

5. Pér 4 problemet e pjesés sé dyté kérkohet té arsyetohet procesi i zgjidhjeve deri né
hollésira dhe secili problem vlerésohet me mé sé shumti 15 pikeé.

6. Pér 4 problemet e pjesés sé dyté do té ketc vlerésim té pjesshém sipas skemave té
miratuara nga komisioni vlerésues.



PJESA E PARE - KLASAT VII - VIII

. Shénojmé me abe njé numér treshifror, ku a, b, dhe c jané shifrat pérkatése té tij. Sa
numra treshifroré ekzistojné té tillé qé shuma abc + cba éshté shuméfish i numrit 1017

Peéergjigja: 81
Gjeni vleré hprehj 1 ! 1 ! 1 L
. Gjeni vlerén e shprehjes = (1l-—=] - 1-=].
Jemy PrEA) 22 3 502
Pergjigja: 0.51

. Pér sa treshe té renditura (a, b, ¢) té numrave té ploté vlen ekuacioni a? + b* + ¢* = 27?

Pérgjigja: 12

. Né figurén e méposhtme jepet katérkéndéshi ABC'D ku AB = AC' = AD dhe ZBCD =
145°. Sa éshté masa e kéndit Z/BAD?

145°

Peéergjigja: 70°




5. Né dérrasén e zezé jané shkruar numrat nga 1 deri né 16, secili prej tyre vetém njé
heré. Nése heqim njérin prej kétyre numrave, atéheré shuma e numrave té mbetur
éshté katror i njé numri natyror. Cili numér éshté hequr nga dérrasa?

Pergjigja: 15

1 1 1
6. Pér dy numra realé a dhe b kemi qé: a+ 7= 7 dhe b+ — = 5. Sa éshté vlera e ab+ —b?
a a

Pérgjigja: 33

7. Né figurén e méposhtme, ABCD éshté trapez kénddrejté ku AB = AD = 3 dhe
DC = 5. Sa éshté gjatésia e diagonales AC?

A D

|

a0°

90°

B i—l

Pérgjigja: /58

8. Sa numra treshifroré jané té tillé qé prodhimi i shifrave té tyre éshté 07

Pérgjigja: 171




PJESA E DYTE - KLASAT VII - VIII

1. Gjeni té gjitha treshet (a, b, c) té numrave realé té tilla qé:

( 4
ab =
c+3
4
bc =
a+3
4
ca = ——.
0 b+ 3
Zgjidhje. Nga sistemi kemi qé abc + 3ab = abc 4+ 3bc = abc 4+ 3ca = 4. Prandaj
ab = bc = ca. (5 piké)
Qartazi nga sistemi kemi qé numrat a,b dhe ¢ jané té ndryshém nga 0. Prandaj kemi
qg¢ a=0b=rc. (2 piké)
Késhtu qé kemi a® 4+ 3a® — 4 = 0 qé éshté ekuivalente me (a — 1)(a + 2)? = 0 nga
kemi q¢ @ = 1 ose a = —2. Prandaj té gjitha zgjidhjet e sistemit té dhéné jané
(a,b,c) = (1,1,1), (=2, -2, —2). (8 piké)

Koment 1. Nése nxési nuk e ka pérmendur qgé a, b, ¢ jané té ndryshme nga 0 i higet 1
piké.

Komenti 2. Nxénési nuk merr asnjé piké nése pohon se (a,b,c) = (1,1,1), (-2, -2, —2)
jané zgjidhje pa arsyetim pse jané té vetmet.



2. Eshté dhéné bashkésia {1,2,3,...,n2} ku n > 1 éshté numér natyror. Albani dhe
Dardani luajné njé lojé. Ata luajné me radhé njéri pas tjetrit ku secili prej tyre zgjedh
nga bashkésia njé numeér qé nuk éshteé zgjedhur me herét dhe e vendos até né njé katror
té zbrazét né tabelén me dimensione n x n. Loja pérfundon kur plotésohen té gjithé
katrorét e tabelés. Lojén e fillon Albani. Dardani fiton lojén nése shuma e numrave né
¢do rresht éshté numér ¢ift. Né té kundért, fiton Albani. Cili nga lojtarét ka strategji
fituese dhe cila éshté ajo?

Shénim: Njé strategji fituese pér lojtarin A quhet njé strategji qé garanton fitoren,
pavarésisht nga veprimet e lojtarit B

Zgjidhje: E ndajmé problemin né dy raste:

e 7 éshté tek

e n éshté cift

Pér n tek fiton lojtari i paré, pra Albani.
Mund té themi se n = 2k + 1 pér k € N.

n® = 2k +1)* =4k*> + 4k + 1
Qartazi, né numrat nga 1 deri né 4k* + 4k + 1 kemi:

o 2k? + 2k +1 = 2k(k + 1) + 1 numra tek
o 2k* + 2k = 2k(k + 1) numra cift

Pérderisa kemi njé numér tek numrash tek, atéheré domosdoshmérisht né njé nga
rreshtat duhet té kemi njé numeér tek numrash tek. Pra, né kété rast gjithmoné lojtari
i paré fiton lojén.

Pér n ¢ift fiton Dardani.

Né njé rast té tillé, n? = (2k)? = 4k* ku k € N, dhe do té jeté njé numér i barabarté
numrash cift dhe numrash tek. Pra né total do té jené 2k? numra cift dhe 2k? numra
tek.

Né lévizjen e tij, Dardani shénon njé numér me té njéjtén ciftési si lévizja e fundit e
Albanit né té njéjtin rresht dhe pérderisa n éshté cift, kjo lévizje éshté gjithmoné e
mundur.

Né fund, ¢do rresht do té keté numeér ¢ift numrash tek, pra ¢do rresht do té keté njé
shumé ¢ift dhe Dardani fiton lojén me kété strategji.



Skema e vleresimit

Piké té pjesshme

e Studimi i rasteve tek dhe ¢ift ;por jo vetém pérmendja e tyre. (1 piké)
e Pércaktimi i pérgjigjes sé sakté (2 piké jo-aditive)
e Zgjidhja e té paktén njé rasti specifik pér pafund vlera té n-sé (3 piké jo-aditive)

Ndarja e pikéve pér zgjidhjet e plota

e Vértetimi i rastit tek (5 piké)
— Vértetimi qé ka numér tek numrash tek (4 piké)
— Argumentimi se pse fiton lojtari i paré (1 pikeé)
e Vértetimi i rastit ¢ift (10 piké)
— Pércaktimi i strategjisé sé kundérpegjigjes (3 piké)
— Studimi i sa numrave tek dhe ¢ift jané (2 + 2 piké)

— Argumentimi final se pse Dardani mund ta kryejé strategjiné né ¢do hap
(3 piké)



3. Le té jeté n > 1 njé numér natyror me té paktén katér pjesétues. Shkruajmé né rend
rrités té gjithé pjesétuesit natyroré dy, ds, ..., d; té numrit n mé té médhenj se 1, ku

l<di < - <dp =n.

Dihet qé pér secilin indeks 1 < i < k — 2, numri d; - d;11 éshté pjesétues i numrit d; .
Gjeni té gjithé numrat e tillé n.

Zgjidhje: Qartazi d; éshté njé numeér i thjeshté qé po e shénojmé me p, pra d; = p.

(1 piké)
Prandaj, pjesétuesi i parafundit duhet té jeté n Pra, dy_1 = n (2 piké)
p p
Pjesétuesi i dyté duhet ose té jeté njé numér g # p i thjeshté ose p?. Pra, dy = q ose
dy = p2. (1 piké)
Késhtu qé dy_o = n ose dj_9 = % (2 piké)
q p
Rasti 1. dy = q dhe d,_o = ﬁ.
q
Meqé di—2 - di—1|dy, kemi qé L ﬁ|n = nl|pq. (1 piké)
p
Gjithashtu, pg|n, prandaj n = pq, qé qartazi plotéson kushtet e detyrés. (3 piké)
. 9 n
Rasti 2. dy = p* dhe dy—2 = —.
p
Meqé dy_o - di_1|dg, kemi qé % . E\n = n|p’. (4 piké)
pep

Prandaj, n = 1,p, p?, p>. Mirépo, pasi qé n ka té paktén 4 pjesétues, kemi qé n = p3,
qé qartazi plotéson kushtet e detyrés. (1 piké)



4. Le té jeté AABC barabrinjés dhe le té jené X dhe Y pika né brinjét AB dhe AC,
pérkatésisht, té tilla ¢ AAXY dhe katérkéndéshi BXY C kané perimetra té barabarteé.
Vertetoni se sido qé té zgjidhen pikat X dhe Y qé plotésojné kushtin e mésipérm, rrethi
i jashtéshkruar i AAXY kalon népér njé pikeé fikse(e palévizshme) té ndryshme nga A.

Zgjidhje: Le € jeté a gjatésia e brinjé s¢ AABC dhe M mesi i brinjés BC. Do té

tregojmé qé M éshté pika e kérkuar. (1 piké)
Vérejmé se 2a—BX —CY = a—BX+a—CY = AX+AY = (AX+AY+XY)-XY =
(BX4+ XY +CY +a)— XY =BX+CY+a=a=2(BX+CY). (3 piké)
Marrim pikén 7" né brinjén BC' té tillé q¢ BT = 2BX. (1 piké)
Rezultati i mésipérm na jep qé C'T = 2CY. (3 piké)
Pasi q¢ ZB = 60° dhe BT = 2BX = TX 1 AB dhe né ményré té ngjashme
TY L AC. (4 pike)

Pasi q¢ AM 1 BC kemi qé A, X,Y, T, M i takojné njé rrethi me diametér AT. Pra,
sido gé té zgjedhim pikat X dhe Y, rrethi i jashtéshkruar i AAXY kalon népér pikén
M, qé éshté fikse. (3 piké)

Shénim. Vértetimi qé¢ AX + AY = 1.5a vlerésohet me 2 pikeé.

Komente te pergjithshme pér te gjitha detyrat

e Gabim i vogél né llogaritje ose arsyetim (-1 piké)



Kosovo and &P’éwmim
Mathematical Olympia

OLIMPIADA E GJASHTE MATEMATIKE KOSOVE -
SHQIPERI PER KrLasAaT VII - IX

15 QERSHOR 2025
Krasa IX

EMRI DHE MBIEMRI:

UDHEZIME

1. Koha né dispozicion éshté 180 minuta.

2. 8 problemet e pjesés sé paré do té jené vetém me pérgjigje (jo me alternativa dhe nuk
kérkohet procesi i zgjidhjeve) dhe secili problem vlerésohet me 5 piké.

3. Nése garuesi nuk pérgjigjet fare né ndonjérin nga 8 problemet e pjesés sé paré ose jep
pérgjigje té gabuar, atéheré vlerésohet me 0 piké pér problemin pérkatés.

4. Pér 8 problemet e pjesés sé paré nuk ka vlerésim té pjesshém.

5. Pér 4 problemet e pjesés sé dyté kérkohet té arsyetohet procesi i zgjidhjeve deri né
hollésira dhe secili problem vlerésohet me mé sé shumti 15 pikeé.

6. Pér 4 problemet e pjesés sé dyté do té keté vlerésim té pjesshém sipas skemave té
miratuara nga komisioni vlerésues.



PJESA E PARE - KLASA IX

1. Gjeni vlerén e shprehjes v1-3+1++v2-4+1++3-5+1+...4++/99 101 + 1.

Pergjigja: 5049

2. Né figurén e méposhtme, gjysmeérrethi me diametér AB éshté tangjent ndaj brinjés
CD té drejtkéndéshit ABC'D. Sipérfaqja e gjysmérrethit éshté 8m. Sa éshté gjatésia e
diagonales BD?

D &
. ]
[
A B
Peérgjigja: v/ 80

3. Njé klub futsalli ka gjithsej né dispozicion 10 lojtaré ku 2 nga ta jané portieré. Né
sa ményra té ndryshme mund té formohet njé ekip me 6 lojtaré ku njéri nga ta éshté
portier?

Pérgjigja: 112

4. Sa dyshe (z,y) té numrave natyroré ekzistojné ashtu qé xz? = 100 + y??

Pérgjigja: 1




5. Sa éshté mbetja kur numri 12° 4+ 2%° + ... + 20% pjesétohet me numrin 117

Pérgjigja: 1

6. Numri i méposhtém éshté formuar duke vendosur ngjitur numrat nga 1 deri né 1000
njéri pas tjetrit.
123456789101112. ..1000.

Sa heré shfaget numri 10 né kété numér?

Pérgjigja: 21

7. Né figurén e méposhtme kemi q¢ YA = AB = BZ dhe XC = CB. Sa éshté raporti

Saapc

, ku Saape paraget syprinén e sipérfaqes s¢ AABC?
SAxyz

Pérgjigja:

=

1
8. Sa éshté vlera minimale e shprehjes — + 16a ku a éshté numér real pozitiv?
a

Pérgjigja: 12




PJESA E DYTE - KLASA IX

1. Le té jené p dhe ¢ numra té thjeshté. Tregoni qé pq + p + ¢ nuk mund té jeté katror i
njé numri té natyror.

Zgjidhje: Supozojmé té kundértén qé egziston numri natyror n i tillé qé pg+p-+q = n?
qé éshté ekuivalente me (p+1)(g+1) =n? + 1.

Rasti 1. p dhe ¢ jané numra tek.

Atéheré qartazi (p + 1)(q + 1) plotépjestohet me 4. Mirépo meqé n®> = 0,1 (mod 4)
kemi qé n? +1= 1,2 (mod 4), qé nuk éshté e mundur. (9 piké)

Rasti 2. 'Té paktér njéri nga numrat p dhe ¢ éshté 2. Supozojmeé se ¢ = 2 atéheré kemi
3p+ 2 =n? Mirépo n* =0,1 (mod 3), qé nuk éshté e mundur. (5 piké)

Prandaj pq + p + ¢ nuk éshté katror i ploté i njé numri natyror. (1 piké)



2. Le té jeté BCGEDF njé gjashtékéndésh i mysét(konveks) dhe A piképrerja e DC' dhe
EB. Supozojmé q¢ ADF B dhe AEGC' jané paralelogramé me syprina té barabarta.
Vértetoni q¢ FG = DE + BC.

Zgjidhje: Shénojmé me [ABC| syprinén e shumékéndéshit ABC. Vérejmé se [ADF B] =
[AEGC]|
[ADZFB] _ [AE2GC] . [DAB] = [BAC]

= [DBC| = [DBA] + [ABC] = [EAC] + [ABC| = [EBC]. (2 piké)
Pasi q¢ ADBC dhe AEBC kané baza té barabarta dhe syprina té barabarta, i bie qé
lartésité nga D dhe E né BC' jané té barabara, prandaj DE || BC. (5 piké)
Le té jené H dhe I meset e segmenteve DB dhe EC'. Pasi q¢ BDEC éshté trapez dhe
H T éshté vija e mesme e trapezit, kemi q¢ DE + BC = 2H1. (4 piké)
Vérejmé poashtu nga vetité e paralelogramit se H dhe [ jané meset e AF dhe AG,
pérkatésisht. Pr, HI éshté vijé e mesme e AAFG. Kjona jep qé¢ FFG = 2HI. Prandaj,
FG=2HI =DFE + BC. (4 piké)




3. Numri natyror n > 2 quhet i miré nése pér ¢farédo numra té ploté aq,as, ..., a, qé
plotésojné kushtin a; + as + ... + a, = \/2 + a? + a3 + ... + a2 kemi 8,

(a%%—l) . (a§+1)-...- (ai+1)
éshté kator i ploté i njé numri natyror.

(a) Tregoni qé numrat 2 dhe 3 jané té miré.

(b) Tregoni qé numrat natyroré mé té médhenj se 3 nuk jané té miré.

Zgjidhje: Rasti 1. n = 2.

Kemi qé pér numrat e ploté ay, as vlen a; +as = /2 + a? + a3. Duke ngritur né katror
kemi qé kushti éshté ekuivalent me ayas = 1. Tani tregojmé qé (a? + 1) - (a3 + 1) éshté
katror i ploté i njé numri natyror.

Metoda 1. Meqé ajas = 1 kemi qé a; = as = 1 ose a; = a; = —1. Né té dy rastet kemi
qé (a? +1)- (a2 +1) =4 =22
Metoda 2. Meqé aias = 1 kemi,

(a4 1) (a3 +1) = (a1a2)* +af + a3+ 1 =al +a5+2 = a] + a3 +2a1a5 = (a1 + ap)*.

(2 piké)
Rastr 2. n = 3.
Kemi qé pér numrat e ploté a;, ap vlen a; +as+az = \/2 + a? + a2 + a3. Duke ngritur
né katror kemi qé kushti éshté ekuivalent me ajas + asas + asa; = 1. (2 pikeé)

Tani tregojmé qé (a? + 1) - (a3 + 1) - (a3 + 1) katror i ploté i njé numri natyror. Nga
kushti kemi, a? + 1 = a; + ajas + asas + aza; = (a3 + a1) - (a1 + as) . Ngjashém kemi
qé a3+ 1= (a1 + az) - (ag + az) dhe a2 + 1 = (ag + a3) - (az + a1). (4 piké)

Prandaj kemi,

(a? + 1) . (ag + 1) . (ag + 1) = ((CLl + CLQ) . (ag + CL3) . (CL3 -+ al))z.

(2 piké)
Rasti 8. n > 4.
Nése marrim ay = ay = 1, ag = —1, ay = 2 dhe ax = 0 pér £ > 4 kemi qé plotésohet
kushti mirépo (af +1) - (a3 +1) - ...- (a2 +1) = 40 gé nuk éshté katror i ploté i njé

numri natyror. (5 piké)



4. Le té jeté n > 2 njé numér natyror. n letra jané vendosur né njé rresht. Né secilén letér
éshté shkruar njé numér real, né ményré té tillé gé shuma totale e té gjithé numrave
eshté zero.

Dy lojtaré, A dhe B, luajné me radhé. Lojtari A fillon i pari. Lojtari gqé ka radhén heq
njé letér nga njéri prej skajeve té rreshtit (ose nga e majta ose nga e djathta). Loja
vazhdon derisa té jené hequr té gjitha letrat.

Né fund té lojés, lojtari A llogarit shumén e numrave né letrat qé ka hequr ai veté.
Nése kjo shumé éshté mé e madhe ose e barabarté me zero, atéheré lojtari A fiton.

Pér cilat vlera té n lojtari A ka njé strategji fituese dhe cila éshté ajo?

Shénim: Njé strategji fituese pér lojtarin A quhet njé strategji qé garanton fitoren,
pavarésisht nga veprimet e lojtarit B

Zgjidhje.
Pretendimi 1: Neése n éshté cift, atehere lojtari A ka njé strategji

fituese.

Déshmi: Le té jeté n = 2k, dhe le té jené numrat né letra:
ay, g, as, ...,A2.
Ngjyrosim pozicionet né ményre alternative:
e Pozicionet aq,as, ..., as_1: té bardha
e Pozicionet as, ay, ..., as: té zeza

Vémeé re gé né c¢do lévizje, lojtari zgjedh njé letér nga njéri prej skajeve. Né vecganti, né
lévizjen e paré, té dy letrat né skaje kané ngjyra té ndryshme. Prandaj, nése lojtari A
zgjedh té ndjeké gjithmoné pozicionet e bardha (ose té zeza), ai do té mund té vazhdojé ta
béjé kété deri né fund. Meqgenése shuma totale e té gjithé numrave éshté zero:

2k
E a; = 07
=1

atehere kjo do té thoté se shuma e numrave né pozicionet e bardha plus shuma né pozicionet
e zeza éshté zero. Prandaj, té paktén njéra nga kéto dy pjesé do té keté shumeé jo-negative.
Lojtari A zgjedh até grup (té bardhét ose té zinjté) dhe siguron njé shumé pérfundimtare
jo-negative. [ |

Pretendimi 2: Neése n éshtée tek, ateherée lojtari A nuk ka nje
strategji fituese té garantuar.

Déshmi: Le té jeté n = 2k + 1. Atéheré lojtari A do té marré k + 1 letra, ndérsa lojtari
B do té marré k letra. Pér shkak se numri i lévizgjeve éshté tek, lojtari A nuk mund té



ndjeké njé strategji té gqéndrueshme sipas paritetit si né rastin ¢ift. Pariteti i pozicioneve qé
al merr do té alternohet, dhe ai do té detyrohet té marré letra si nga pozicionet e bardha,
ashtu edhe nga ato té zeza. Né vecanti, nése té dyja letrat né skaje jané negative, atéhere,
pavarésisht se cilén letér heq lojtari A né lévizjen e paré, lojtari B do té mund té pérgjigjet
né ményré optimale. Né vecanti, lojtari B mund té pérdoré té njéjtén strategji bazuar né
paritet si né Pretendimin 1, duke siguruar té gjitha elementet nga njéri prej dy grupeve té
indekseve qé kané shumé pozitive, duke 1éné lojtarin A me njé shumé pérfundimtare negative.
Kundérshembull: Konsideroni vargun:

1,1, =1,...,0, ..., 1, 1, —1,

ku axy1 = 0. Pavarésisht se ¢faré zgjedh lojtari A né fillim, lojtari B mund té ndjeké njé
strategji sipas paritetit dhe té sigurojé njé shumé totale pozitive, duke e léné lojtarin A me
njé shumeé negative. [ |

Perfundim

Lojtari A ka njé strategji fituese atéheré dhe vetém atéheré kur n éshté cift.

Skema e vleresimit

Pikeé te pjesshme

e Njé strategji rigoroze por e mirémenduar dhe me arsyetim valid (3 piké)

Ndarja e pikéve pér zgjidhjet e plota

e Vértetimi i rastit n tek (3 piké)
1. Kundérshembulli (1 piké)
2. Argumentimi se pse fiton B ne até rast (1 pikeé)
3. Te dyja mé sipér té sakta (1 piké)
e Vértetimi i rastit n c¢ift (12 piké)
1. Konceptimi i ndarjes se karta né ményre alternative. (5 piké)
2. Vértetimi se njéra gjysmé éshté patjetér jo-negative. (4 piké)

Argumentimi pse A mund té zgjedhé gjithmoné njérén gjysmeé. (3 pikeé)



Komente te pergjithshme péer te gjitha detyrat

e Gabim i vogél né llogaritje ose arsyetim (-1 piké)



